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PRAEFATIO. 


Quae in hoc opusculo explicantur Elementa, tum ab aliis 
ejusdem generis commentationibus eo differre volui, quod Sta- 
tices lineae hic tantum primae indigitantur, omissis, quae in 
omnibus hujus disciplinae compendiis de illorum ad physicam, 
aut ad machinas construendas applicatione doceri solent; tum 
eo, quod notiones et theoremata singula non ex aliis alia de- 
ducuntur principiis, sed ex eodem promanant omnia: sicuti 
decet formam dignitatemque scientiae, qualem haec sibi inpri- 
mis vindicare videtur. Lege scilicet illa propositionum singula- 
rium fundamentum commune latissime patebit; easque methodus 
explanandi simplicissima et uniformis viam stratam aperiet ad 
inveniendas quorumvis hujus generis problematum solutiones. 
Equidem opere elegantissimo: mecanique analytique, incita- 


tus atque de nascituro e strenue observata ista regula persua- 
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sus fructu, artis indolem hac commentatione brevissimis cir- 
cumscribere, et accepta ab aliis proprio studio aucta redhibere 
intendens, ut ea neque ingrata sint lectori, neque prorsus in- 


utilia rei literariae, opto. 


. 


CAPUT. I. 


PST" 07D OO PRO. 


Es A nma mechanicum nexum dico punctorum physicorum ita in- 
ter se cohaerentium ut moto uno reliqua omnia moveantur. 

2. Liberum vocatur systema cujus quodyis punctum secundum 
quamlibet directionem progredi valet: quodsi, ne fiat, adfuerit obsta- 
culum, systema erit non liberum sive conditioni adstrictum. 

3. Systematis figura a rectis quibus punctorum ejus quodque a 
quoque distat lineis pendet, eritque vel immutabilis, vel mutationi ob- 
noxia, prout illae quantitates esse praesumuntur aut constantes aut 
variabiles, 

4. Locum puncti cujusdam. absolutum determinant ejus distantiae 
a tribus planis ad angulos rectos se invicem secantibus ejusque ver- 
sus horum latera situs. Distantias, quae et coordinatae verbo usitato 
appellantur, litteris x, y, 2, generatim indicabimus, quibus virgulas, 
instar zl, yl, zł; zl, yl, zl; et sic deinceps apponemus, quoties 
praesertim de dato quodam puncto locuti erimus. Plana tria illa ubi- 


vis construenda coordinatorum aeque sibi vindicant nomen, et in uno 


puncto concurrunt, quod coordinatarum originem praedicamus, si- 


[1] 
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quidem incipiendo ab illo distantias dictas computabimus. Illorum 
autem ires intersectiones axes nuncupamüs, et quidem generatim erit 
axis w, axis y, axis z, quae distantiis x, y, z fuerit parallela. A qui- 
bus ipsis plana nanciscuntur nomina planorum (xy), (xz), (yz), 
quatenus per binos axes x et y, vel x et z, vel y et z, definiuntur, 
Unde statim apparet, axem x esse perpendicularem plano (yz), item- 
que axem y plano (22) et axem z plano (xy). 

5. Quicquid puncti mobilis locum mutare valet absolutum, Fis 
dicitur. Et quidem ex ejus intensione et extensione, quantitas ejus 
aestimatur eodem modo ac numeri cujuscunque quantitas ex unitate 
et ex unitatum quae illum componunt copia. Vis igitur in calculum 
sicut numerus introducitur. Sic eam designabimus generatim littera P, 
quam casu dato distinguemus uti dictum est (4). ; 

7. Axioma: Viribus in idem punctum mobile, M, conspirantibus, 
earum summa erit summa numerorum eis aequalium, quando omnibus 
eadem directio: abibit autem summa in differentiam, quando in direc- 
tionibus agunt sibi inyicem contrarie oppositis. 

0. Motus quantitas sive momentum e quantitate vis agentis et 
magnitudine spatii per quod punctum mobile vis illa pellit in tempore. 
dato, aestimatur. Si igitur punctum M, a vi = P, in dato tempore, 
per spatium = $, propulsum fuerit: crit momentum motus = Ps. 

9. Momentum motus systematis mechanici totius ex omnibus ejus 
punctorum momentis aggregatis efficitur. Quod. si evanescit, .aliis vi- 
ribus aliis contrarie oppositis (7) nec motus systematis inde oriri po- 
terit, quem illius statum quietem vulgo appellant, quamquam non de- 
ficiunt vires, sed aequipondium sibi invicem tenent. 

IO. Statices est scientiae, in eas inquirere systematis conditiones, 
quibus datis, virium, quae puncta mobilia sollicitant, effectus in toto 


eyanescunt, ita ut summa omnium momentorum particularium sit = o. 
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11. Motum quemlibet in statica non nisi in ipso temporis quo ille 
evanescit puncto consideramus, omnes igitur motus in systemate me- 
chanico, eodem tempore, infinite scilicet parvo, peragi praesumuntur. 
Ideoque et per quae fit motus talis spatia, ut infinite parva, quam- 
quam inter se diversa, cogitari possunt. "lempus igitur, ubique idem, 
in computum non venit, neque ergo celeritas. Punctum vero, quia 
tentum in linea, quae sit curva cujusvis ordinis, procedere potest, in 
tempore infinite parvo differentiale percurrot lineae rectae, quae cur- 
vam illam in loco, ubi punctum a vi quadam sollicitatur, tangat. At- 
qui sit M punctum mobile; p linea recta tangens; P vis aliqua in li- 
nea p ubicunque sita, punctum JZ movere tendens: Pdp erit momen- 
tum motus staticum (8). - 

12. Linea recta p viam demonstrat puncti mobilis.a vi quadam 
ad locum mutandum incitati, quae si punctum propellit vis, lineam 
p augmentari, si attrahit, deminui magnitudine differentiali dp mani- 
festum est, In hujus quidem tractatus tenore dp semper ut augmen- 
tans vel positivum supponetur nisi contrarium diserte indixerimus. 

13. Longitudo et situs lineae rectae p a locis quibus haec inter- 
jacet pendet vis sollicitantis atque puncti sollicitati, Prior locus ad 
arbitrium eligitur, electus pro constante habetur; posterior a systema- 
tis figura est datus atque variabilis. Illius coordinatae constantes, sint: 
a, b, c; hujus variabiles: «©, y, z, (4). 

Facile est videre, quod sit generatim 

p?-—(z—ay-r(—5)-rF(z—e)*... eH] 
Ex quo prodit 


Pp P E P " P 
14. Notetur per (p,x), (psy), (p,z) angulus comprehensus 
inter rectam p et coordinatarum aliquam a, y aut z: patet esse 


IE 


L—~A_ x—a grt ¿Y? pr pee 3] 
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22 — cos (p2); = = cos (py); — = cos (p,z); quibus 
valoribus in formula [2] substitutis; fiet 


1 —cos? (p x )-]- cos? (p ,y)-]- cos? (ps2). .....-.[3] 
et p=xc08(p,x)-+ycos(p,y)+4c0s(p,z) E 
—[acos(p,v)--^cos(p,y)--ecos(p,z)]-.. [4] 5 
15. In casu, quo linea p per originem transit coordinatarum, lo- 
cam. vis sollicitantis semper in istam originem ferre licebit, quo- facto 


eyanescent coordinatae a, 5, c, et ex formula [4] prodibit-ea; 


p==zcos(p,rv)--ycos(p,y)-|-zcos(p;z).....[5]- 

Ad instar rectae p fingantur duae separatim datae p', p!! in origine. 
coordinatarum concurrentes, quarum coordinatae constantes al, bi, cl; 
all, bu, ch; evanescant, coordinatae autem variabiles sint z/, ył, zł; 
all, y", zi! (13), aequatio [5] pro eis has formulas dabitz © = 

p! =a! cos (p!,x!)-+ y! cos(p'y!)-]- z! cos(p!, z^) s 6 
p — xl! cos (p!l, at!) 4 y! cos (pl, y!) Jal cos (pit, z1) \ bok. 
Linea, qua illae a se invicem distant in punctis mobilibus, recta sit 
=d: tum perspicitur esse 
d? — (al — gl)? IL (yt —À y12 I (zt — z0* .... [7]. 
Designemus autem per (p! p!) angulum inter illas p/, p! comprehen- 


sum: erit secundum trigonometriam planam 

d° =p -]-pii* + 2p! p! cos(plyp!l). «e eee [8]. 
Formula [7] evoluta fit 
da a? y ad aL yn 9 (gl zl LL yt yl E zt zit)... [9]. 
Formula generals [1], positis a, 6, c == o, mutatur in has particu- 
lares: 

p al? yl? gl? 


pit? = all? 4 lla za } eves sired A LEO T 
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Tum hisce valoribus ia aequat. [9] substitutis, eaque cum [8] com- 
parata, provenit 

+piplicos (pl, p!) — (a atl. yl yl ziz) Eta. 
et, si angulum (p’,p!) acutum esse supponimus, 

pip" cos(pl,pl!) a xcti | yl yb zt zit sees esee [12] 


z! ll L >> ga z! gll 
siye cos (pl, PU) = i" pa pi Bí CE Meu gia 


Quia vero o = cos (p1,7); — = cos (phys i cos (p',z), quod 


simili modo ad alteram quoque lineam p!! extendi potest; erit quoque 
C05 ( p', p”) = cos (p', x) cos(p",x)+ cos(p', y) cos (p'5) ) + cos (p^) cos(p'^ 2)... . [14]. 


17, Aequatio [13] et hanc formam facile induit: 


a æl xl y! II zl gll . 
cos (p; ptt) == (a - ET "je dem x atl ) eM [ IS] 


prp 
è ^ RS E ra y" 
Projectis autem lineis p/, pl, in planum (xy), erunt aperte ER 


tangentes angulorum quos projectiones istae cum axe x faciunt. Si- 


> zl. zl. : | 
mili modo —5 — inveniuntur tangentes angulorum quos lineae p/, p", 
x x 
$ 3 Al 
in planum (cz) projectae cum axe x comprehendunt. Positis aa tipit- 
F a e ? 
y! è gl bl gil $” b i oe S f 1 i 
a? or? E =% atque substitutis in formula [15], haee mu- 


tatur in: 
alt at 


cos (p!, pure Ta i (1-]- arall L 0101) cercos eos». [16]. 
Eodem modo formulae [10] mutantur im: 
p? = wl? (1 eas pon) 
prz-ns (14-a!* 4-697) 
quas substituendo in formula [16], tandem emanabit nota illa 


alan bibi 
„cos (PP) = zr pu ras n Fary: D 
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18. Ex aequatione [14] haec alia statim nascitur 


x 


u 

cos (p!p!!) = pi cos (p!,x) + A cos (pl. y) + ^ cos (p^ Z) i [18] 
unde denuo venit | 
p! cos(p',pll )= xl cos(pl, x5 -1- y!! cos(ply ) -H 2!! cos(p!,z)....[19]. 
Tum si (pU,p!) = recto, erit ! | 

o = allcos(pl;,e)--yll cos (pl,y)--z'eos(pl,z).... [20]. 
Quae autem, ut ejus deductio ipsa demonstrat, generalis est aequatio 
duarum rectarum altera ab altera ad rectos intersectarum angulos, 
quarum altera data. est positione, locus autem. alterius est planum, cui 
illa ad rectos insistit angulos, et quod per originem transgreditur co- 
ordinatarum. Patet, ipsum hoc planum positione esse datum, cum 
coordinatis planis datos faciens angulos, qui vero, ut geometria do- 
cet, iidem erunt ac anguli quos lineae rectae in plani dati et coordi- 
natorum cujusque intersectione concurrentes atque his ipsis planis, al- 
tera alteri perpendiculares inter se comprehendunt. | 

Atqui linea p! in origine coordinatarum concurrit cum axibus z, 
y,z, qui perpendiculares sunt planis (yz), (cz), (wy), (4). Ideo- 
que (p^), (py), (p!,2) erunt anguli quos planum cui p! ad rectos 
insistit angulos facit cum planis coordinatis (yz), (xz), (xy). 

19. Quia vero linea p! positione est data, erunt cos (p æ), cos 
(ply), cos (p',z) quantitates constantes, summa autem earum qua- 
dratorum erit = 1, [3]. Data itaque aequatione algebraica generali 
hujus formae . 

o = Ax BYACZ wi... 50009. [21], 
cujus terminorum coefficientes 4, B, C, sint quantitates constafites, 


mutari poterit eadem in hane 
5 c 


A 
——————— a. o [22] 


A cd E i “rt 
V (PPB EC) UT Y CAPE BE OY YAA CE) 


o = 


et sub hac forma semper aequiparari aequationi [20], ita ut planum 
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construi liceat aequationi [21] satisfaciens et cum planis coordinatis 
angulos comprehendens, quorum cosinus sint — VIA B8 403) ; 


B © x | 
PLP LOS} VALE OY Quod quidem per coordi- 
natarum originem transire supponitur planum ; qua translata: Ey Ya Z, 
fient «-La, y-|-b, z--c, atque aequatio [21] fiet 

o = A xd-By--Cz-FD............ [23] 
posito D = Aa--Bb--Cc. 

20. Sit igitur planum per aequationem generalem [23] datum, 
quod tangat superficiem quamcunque curyam in puncto aliquo cujus 
coordinatae sint: x, y, z. Manifestum est, elementum differentiale 
plani tangentis necessarie confundi cum elemento superficiei curvae 
in eodem puncto.  Differentiale autem illius plani ex aequat. [23] 
eruitur: = 

= Ado--Bdy-l-Cdz..........[24]: 
haec ergo aperte erit aequatio generalis differentialis, superficiei cur- 
vae cujuslibet, ad punctum relata, cujus coordinatae sunt: x, y, Z 
21. Quia p, ut quantitas arithmetica considerata, functio est ya- 


riabilium: », y, 2: e principiis calculi differentialis sequitur: 
dp dpN dp 
dp porod (25) dx + m ay. + Z) dz cn spacer ELSE 
si igitur formulam generalem [t] secundum æ, y, z, variare feceris, 
et differentialia inde eruta dp per dx, dy, dz, diviseris, prodibit 


dp\ _ x—a _ i 
en > ac cos (p,v) 
dp mas TN LE, , 
(Z jk c (Psy) 
d z—b 
(3) I p = cos (p,2): 


sic aequatio [25] mutabitur in: 
dp = cos(p,x)dx-|-cos(p ,y)d y -]-cos(p,z)dz ...... [26]. 
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Supponamus autem, p esse lineam rectam perpendicularem plano cu- 
jus aequatio data sit idos. 
Cn Axl By+Clz--+D H 


erit secundum (rg) 


cos sd SH NS cos(, “Bo VE cos(, „moza a 
(Pt) TY (AEB 03) 7 COS PS E E , P» T V(A2+B24+C?) 
ergo dp = DORIA AZ WIZA" Ey 


Quae igitur est aequatio differentialis Imeae- rectae p. in puncto ad 
coordinatas c, y, z, relato ad angulos rectos insistentis superficiei 
curvae, cujus aequatio differentialis est o = Ad z--2dy--Cds. 
22. Sit u — o, aequatio primitiva exhibens superficiem cujuslibet 
. figurae ad coordinatas variabiles x, y, z, relatam. Habemus tum per 


calculi differentialis principia: 


du == ESPE +) +(qz)de — MSA 
plani vero illam in puncto aliquo tangentis sit aequatio superius data 


Ax4By+ Cz-L-D = o; cujus differentiale : Ada+-Bdy--Cdz 
== o: quia yero hoc cum illo in eodem puncto confunditur, necessa- 
: à du du di ; l 
rie erit 4 = (zz) Ue um Est © = c Quibus autem va- 


loribus in formuła [27] substitutis,. haec in illam maxime generalem 


mutatur: 
<a 
Ap. ms au \* du? /du AA (o. [28] 
| V (5) t 5): +E) 


cujus membro ütroque per factorem a indeterminatum multiplicato, 


provenit 


4 eC Tm Ey dp = = UU vies 


23. 
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23. Huc usque lineam p tantum ut functionem aliarum rectarum 
variabilium contemplati sumus: dependet autem et ab angulis quibus- 
dam variationi itidem obnoxiis, quas nunc consideremus. Et ducantur 
quidem ex origine coordinatarum radii vectores A et r, ad punctum, 
cujus coordinatae: a, b, c, constantes et ad illud cujus sunt: x, y, z, 
variabiles, qui projiciantur in quodvis planorum trium coordinatorum, 
e. gr. in planum (xy). Sint € et E anguli inter r et z, atque inter R 
et c comprehensi; sint poro @ et ® anguli comprehensi inter dictas 
projectiones yectorum 7, R, et axem x: in promptu erunt aequatio- 


nes sequentes 


Z — FrOpst cos Recos E 
y = rsingsing b = RsinEsin® ee [30]. 
zx == rsinecosQ © a= JisinEcos© 


Unde deducuntur. 
(z- a)? —r*sin €*cos ©? +. R? sinE? cos ®? —27RsinesinEcosq cos 
(y - b)? =r? sine? sing? +- A? sin E? sin ©? —27 RsinesinEsingsin® [31] 
(z-c)* =r*cost* +R? cos E? —eriicosecosE i 
quibus valoribus in formula [1] substitutis mutatur in illam: 

p?=r? +R? —2rfH(cosecosE--sinesinE cos( © —9)).... [32]. 
Hinc autem apparet, quali ratione p sit functio anguli ©, quem si so- 
Jum ut variabilem concipimus, dabit calculus differentialis 

T == n sin € sin E sin (0— 9) ...... [33]. 

Sit y angulus a linea recta p et coordinata z comprehensus: erit p sin'y 
projectioni lineae p in plano (xy) aequalis. Facile autem perspi- 
citur, projectiones: rsine, AsinE atque psiny, in plano (xy) 
r sine R sin E sin (©—Q) 


2 


sive = : 


triangulum continere cujus area = 


7 p sin i ' E . 
P » X. 7r designante perpendiculum ex origine coordinatarum pro 


vertice trianguli sumta in projectionem p sin y ut basin demissum. 


Fa) 
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d : 
Es = — TSMY .oooororoos. [34]. 


24. Quod modo (23) in respectu ad planum (xy) dictum est, 
nullo negotio et ad plana (xz), (yz) mutatis mutandis applicari potest. 


Tum si loco @ ponamus V. , pro (25) dQ accipiemus: t dy, 


£4 dw, ceteroquin CERES illis [30.34] analogas. 


25. Si, quae inter differentialia: dx, dy, dz locum hábet relatio, 


non nisi per solam aequationem 


de — (32) to + (Fr A (FE) 


data fuerit, palam est illa a se invicem plane non dependere, nullum 
igitur inter ea existere nexum, quo punctum mobile» im libero motu 
quaquam versus impediatur. Liberum igitur erit systema mechanicum 
(2) si pro omnibus e quibus componitur punctis unica tantum illa 
data est aequatio. . Quaevis. autem conditio, qua relatio aliqua parti- 
cularis differentialium dx, dy, dz, inter se invicem constituatur, ad 
formam generalem reduci poterit eam 
= Ada + Bdy + Cdz 

in qua litterae 4, B, © quantitates designent datas. Quodsi tres ejus- 
modi conditiones fuerint datae, eo quoque differentialia illa erunt de- 
terminata. Earum. vero quaelibet impedimentum continebit datum, quo 
minus libere puncta systematis mobilia aut omnia aut quaedam moveri 
queant. Systema igitur non liberum (2) talium conditionum uni plu- 
ribusye erit adstrictum. 

26. Aequatio illa differentialis o = Adx--Bdy-LCdz, cum 
sit primi ordinis, semper poterit integrari adhibito duntaxat multipli- 


catore,  ltaque eam ut ex aequatione w= o primitiva derivatam 
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contueri licet, aut, quod idem erit, ut aequationem differentialem su- 
perficiei curvae, cui ad quod illa pertinet punctum mobile inhaereat. 
Quia vero, secundum (25), tres ejusmodi datae conditiones differen- 
tialia dz, d y, dz, jam omnimodo determinant, nec plures, quibus 
systema sit adstrictum, «generales dari possunt. llis denique in com- 
putum rite ductis nihil obstabit quo minus systema non liberum aeque 
ac liberum ipsum tractes. 

27. Sint AM! Afu puncta quaecunque mobilia in systemate mecha- 
nico, quae a se invicem linea d distent, quorum autem coordinatae 
sint zł, yl, zl; gli, yk, zll. Habebimus 

BREE (pzd AAA Y (Santa 
Figura systematis, quando supponatur invariabilis ( 3), d. erit constans, 
ideoque 
o = (x! - zł) (dai - dar) ]- (y! -yN (dy! =dy) Pata!) (dzil-dz!) ....[35], 
cui aequationi, si liberum fuerit systema, (25) alio modo non poterit 
satis fieri quam ponendo quemque ejus terminum singularem = o, unde 
azrzazl;y ay! = ay da = dazl........ [36]. 


Ex aequatione [30] autem facile eruuntur valores 


a ye COse "um 

gl! = rtl cossli ao = 0 

y! = rising! sing! dy! = rising! cos Q! dp! 

y! = rising! sin pu dy! = risine!! cos pil d gli 
xi = rising! cos of dz! = —r'sing!sing!do! 
all = mM sing! cos QH dall = —rllsineli sin gi! d ql 


quibus substitutis in formula [35], illa mutatur in cam: 
o = — rl? sine! sin gl cosQ! d QI -- r! r!! sing! sin el! sing cosQ! d QI! 
-rirli sing sin sisin Q! cos Q!!d q! —r!/? sin ell? sing" cos Q!! d pil 
-]- rl? sine? sin Q!/ cos Q! d Q9! — r! r!! sin el sin e! sin Q! cos Q!! dp" 


—rl r!i sine! sin e! sin ll cos p! d pl+rl!? sin ell? sin Q!! cosQ!! do 
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unde 

o == sing! cos g/l (d 9l — d ql!) sin cose! (d QI —dQ') 
ideoque, pro angulis Q/, @/, quibuscunque, erit 

dp! = dq. 

Inde manifesto colligitur, in systemate libero et figurae invariabilis, 
quod ex punctis mobilibus Mi, Mu, 4M!...., compositum sit, omnia 
differentialia da, dy, dz, do, dy, dw pro quovis puncto /M, esse 
eadem. Si vero horum punctorum aliquod ut fixum supponatur, ita 
quod igitur idem valet pro omnibus reliquis; atque si circa axem z, 
vel y, vel x rotari non poterit, tum pro omnibus M erit aut do, aut 
di, aut dw = o. 


RO EE re i a e w y E a qu OO 


CAPUT TI. 


AEQUIPONDIUM. 


— ————— 


28. A equipondium in systemate mechanico adesse dicitur, quando 
puncta ejus mobilia MI, MU, MU..... per vires Pl, Pil, Plil,,... solli- 
citata, differentialia dp!, dpi, dp!!..... rectarum pl, pl, plll..... per- 
currere tendant, nihiloque minus ob conditiones datas in quiete perse- 
verent. In eo systematis statu erit aperte (10) | 

o = Pldp!+Pldpi{-Pilldplll ,,,, 00000 [39]. 


Datą yicissim hac aequatione fundamentali: aequipondium aderit. 
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29. Si quicunque, e quibus alterum aequationis [37] membrum 
componitur terminis, in alteram partem transferatur, ut sit e. gr. 
Pidp! == —(PUd pu Plt pl ,,..) ita --[98] GS 
momentum Z'dp! negative sumtum apparet ut reliquorum omnium 
effectus totalis, Quo respectu Pu, P!H..... vires componentes, P! au- 
tem vim compositam; nuncupaturi sumus. Et, quia signorum diversi- 
ias non nisi a directionibus virium sibimet oppositis oriri potest, vi 
quaque pro positiva accepta, liquet, vim compositam in aequipondio 
cum quavis alia existentem: huic im linea recta agere contrariam, utrius- 
que autem momenta sibi invicem, esse aequalia. 
3o. Ope formulae [25] aequatio [37] in hane aliam transmu- 


tatur: 


d p! d 
o = P SP Ya zi Po SE Tin) de au pu( SP ATE Iti s. 
dp a pul ŚP d 
eee 
dp 4 Lplil 
+ Pi( Se i) de al Pu 5 d p! E Ja pu( SE) azm-L..... E39] 


Quae, quando systematis figura fuerit inyariabilis, secundum (27), [36] 


in eam abibit 

e enemies mE) oe 
rende ee YEE) 
ERE 47^) y pa (47 — 


In systemate autem libero (25), differentialibus dx, dy, dz, nullo 
modo a se invicem pendentibus, haud aliter aequationi [4o] satis fieri 
potest quam ponendo quemvis illorum trium terminorum seorsum = 0, 


ideoque 
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3 d pi d p! 
o = APNEA ies p EPM SE) 

"s d pul 
os PE ‘È )+ 2u a) e) + se Bases "m [41]. 
1 d p! d pill i 
© == pi (SEA Pu (S85 y plazm )-F <006000900 


Quibus secundum (21) aequivalent istae: 
= Picos(p!, x) + PU cos (pli, 2) 4 PU cos (pil, a) dii. = 

o = Pl cos(p!,y) + PU cos (p"',y) + Pill cos (pil, Pa EUN. 
o = Plcos(p!,z)-]- Pt cos(p!!, 2) -4 Pi cos(p!!, 2) Pu 
Et si brevitatis caussa ponatur 
X = PII cos (pil, x) + Pill cos (pli, x) + prs TNT 
Y = Pi cos(p!l, y) P!!! cos (pill, y) -L. evessncecscrecees = 
Z = Picos(pll,z)-|- P!! cos(plH Z) JH 1... eoe eee 
habebimus adhuc 

Plcos(pl, æ) = —X 

Pl cos(pl,g) = —FV_bisriscerizerarronanzoneeo [43] 

Picos(p!,z) = — 4 
et adhibita formula [3] 

P> = XL Yz 

vel Pl: == VAR? 4) Oe so [44]. 
Docetque aeqnatio [42] quomodo quaevis data vis P in tres alias, se- 
cundum tres coordinatarum axes directas, resolvi, omnesque ejnsdem 
directionis.in unam colligi, et aequatio [44], quomodo ex his earum 
vis media inveniri potest. Sed etiam hujus directio nullo negotio ex 
[43] eruitur quippe quam determinant formulae inde collectae: 

: od DW 
cos (pl, y) = PEE m TA we ae Vee 


PA 


cos (p1,2) A Sree |- 
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31. Formulae generales (30) motum qui secundum lineas fit coor- 
dinatarum axibus parallelas, itaque rectilineum, respiciunt, alias pro- 
gressivum dictum. Abstrahunt [41], [42], a loco dato-tam vis sollici- 
tantis, quam puncti sollicitati, Nihil igitur in istiusmodi conditioni- 
bus aequipondium constituentibus mutatur, cum dicta loca ubivis trans- 
ferantur, dummodo cujuscunque vis directio eundem versus tres axos 
obtineat situm. 

In casu (27) quo punctorum JZ aliquod fixum et, propter id, quod- 
vis dr, dy, dz — o fuerit, termini formulae [39] per se evanescent: 
tum igitur nulla datur progressio. 

32. Cessante ita quidem systematis progressione, rotatio tamen 
circa punctum fixum fieri poterit, nisi et hanc singulares conditiones 
datae evanescere faciant. 


Nena d 
33. Quas x detegamus, meminerimus, esse dp = dą ) do, e cum 
sit p functio aliqua quantitatis variabilis Q. Ita aequatio fundamenta- 
lis [37] in eam mutatur: 
lp! d p! 
= P. E 1 4 Pu ABE 14 Pw ay AT =... 7T: 
Tie. do ext QUI der: [46]. 


Qua existente, summa yidelicet momentorum pe angularis circa 


axem z evanescit; cessat igitur circa illum systematis rotatio. 


Figura systematis supposita invariabili, formula [46] secundum (27) 


in hanc aliam transit 
dp dp (dp | 
— =) FP MM dau) rmm [41] 
quae mediante aequatione [33] fit 


I 
= sd sin ¿/ sin E/ vp E S i T sin e! sin El! sin(®l/-g!/)_L...[48]- 


Quia vero secundum (13) loci virium, ideoque intervalla p sunt arbi- 


OT 


iraria, nihil impedit quo minus haec ita constituamus, ut ubivis 7 
sit = 1, quo fit 
u > rl Rising! sin El sin (©!-@/)-Lrl! RU sin ell sin El sin (BU - pl) +++. [49] 
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qui termini dupla sunt arearum triangularium quas supra (23) conside- 
ravimus, quorum igitur summa in casu aequipondii quoad rotątionem 
‘ existentis erit — o. s i 
Substitutis valoribus [34] aequatio [49] formam adoptat eam: 
o = Pi misin y! Pll siney PUE sia yde Li eese eese eee [50]. 
34. Formulae (33) detectae speciatim ad rotationem pertinent quae 
in plano coordinato (xy) fieri possit (23). | Secundum vero quod 
(24) dictum est ipsae nullo negotio et ad reliqua plana coordinata ap- 
plicabuntur. Quo igitur aequipondium in quocunque horum planorum 


quoad rotationem subsistat, habeamus necesse est tres eas conditiones 


simultaneas: 
dp! ; d pil d pt 
© == Po) - P (zen)? os) msec erie Spi | 
, / dp! d p! dpi : 
e le PI (75) +” 1C |) 2u (aga) cono...» esr]. 


d p! 


E pi (Sh 4 pu Ton) +2 ome gam) + — 


35. Aequatio [33], evoluta, fit 


dp ) _ _ r RsinesinEsin BcosQ—r RsinesinEsinQ cos ® 
IO En Z ni "iP WER 
quae substitutis valoribus ex [30] depromptis evadet talis 

dp ) ay ba 

LS Pp 


Est autem secundum (14) 


TP env [52]. 


a = X—pcos(p,«) 
b = y—pcos(p,y) 
inde formula [52] mutatur in: 


k | 
e = «eos(p.y)—ycos(p,a) srete: + [53]. 


Quapropter erunt aequationes [51] eaedem ac 
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o = PI(xlcos(ply) - y!cos(pl,a»)) + P'I(ztlcos(p!l, y) - y'llcos(plla:)) + .. . 
o = Pi(xlcos(p!,z)-z! cos(p!,x)) ++ P(zelicos(pl, z)- zticos(p!!,c))+- +. S[54]. 
o = Pilyleos(p!,z)- z! cos(p!,y)) + PUyUcos(p!, z) - z!cos(ptl,y)) +... 
Et si brevitatis caussa generatim ponatur 
Pcos(p,x) = —X; Pcos(p,y) = —Y; Pcos(p,z) = —Z 

illae tandem in has formas transeunt 
o = Xyl— Yi al |. XU yll — FU gl 4 Xi dd Fil gill 4. ,,,, 
o = KI gl Za l] XU el Zt cop XM zur Zit cette ©... [55]. 
guz Y gl — Zl yl VU gH — Zl yl 4 yu gll — ZU ylll L Enc 

37. E formulis [30] per differentiationem accipimus 


1) pro rotatione circa axem z 


E RE O 
dy = ado 
dx = —ydQ. 
2) pro rotatione circa axem y, litteras tantum permutando 
UE == 50 
da = sd 
da —ady 
3) pro rotatione circa áxem x 
d — 0 
dz = ydo 


dy = AC 


Quodsi rotationem simultaneam infinite parvam circa quemque axium 


mente concipiamus, erunt summae illarum rotationum particularium 
ge cum zdy<ydę s 
dy = adQ—zdo b ...:.... [56]. 
PE ydo —ady 
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puncto mobili, ad quod r pertinet, descriptus, quem ponamus = ds, 
Secundum principia calculi differentialis habemus 
ds? da? dy? 1. dz? ............ [57] 
quae formula substitutis valoribus [56] abit in 
ds? = (a? --y*)dg* + (9? 22)dd? (y? 4-22) do? — 2 (ey dodi, 
JF ozdede--yzdqdi) 
= (Py pp Edi? do?) (a? da py? db rdw? 
2 aydedi,-1-2 xzdedq-|-2y zdodi); et, quia z?^-Ly?-]-z? —r?, 
= r?(dq? pay? -|-do*)— (odo --yhl-zdę)? NARA [58]. 


38. Arcus ds, quia ductus est radio 7, ad circulum pertinet, eujus 


area originem transgreditur coordinatarum, ideoque plana coordinata 
(yz), (tz), (xy) secabit sub angulis quos ponamus = A, 4, v. Se- 
'cundum quod (18), (19) dictum est, areae illi satisfaciens aequatio 
erit aperte iem 


o == xcosA-Lycosp-]-26089 .... eee [59]; 


quae igitur vicissim per datam areae positionem ut vera evincitur. 
Cum vero per dQ, dy, dw, angulos differentiales in planis (xy), 
(xz), (yz) designaverimus (23), (24); in punctis, quibus illa area 
circuli, plana dicta intersecat, describamus arcus differentiales rdQ, 
rd, rdc. Perspicuum est, arcus rdQ et rdt latera esse trianguli 
sphaerici. Est autem rd@, (quia in plano (xy)) = Y (de? dy? ); 
ideoque ds? = (rd). dz? [57]. "Triangulum ergo illud sphaeri- 


cum est rectangulum, unde colligitur 


ray = do — cosy. Simili modo invenitur 
d s dt ; : 
= [s COS M 
do 
ide red COSA sad eveasass co zacz 0 + | DOM: 


Habemus inde: — = ———; "Ll = 


du COS A. dy cos [61] 
dQ cosy ? do A A ES : Pi 
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Terminus aequationis [58], (xde-LEyd bad @)* facile hanc aliam 
: A > do 
induit formam: dQ (25 7$ y ae or z shin quae, substitutis valoribus 


[61], erit 


RE LL. E SETA s. cosy). 


Quia vero xcosA-|-ycosju-l-zcosY = o sa sequitur esse quoque 


xdo4-ydy+zd9 = 
Formula igitur [58] revera dabit 
ds? = r*(dq* +dd?4d0*) 
sve ds = ry/(dQ? dd? pdo?) 
unde dt = V(do 4d)? 4 do”) 

39. Elucet ex praemissis (37, 38), quemadmodum e rotatione 
triplici simultanea in planis sibi invicem perpendicularibus i simplex 
componitur peracta in plano alio illa sub datis angulis intersecante, 
qui facile quidem sunt inventu: enim vero si, ut antea, dQ, d W, do 


sint motuum angularium in tribus istis planis coordinatis differentialia, 


ex formulis [60] progrediuntur | 
Ne ŚR LARE ire WANNY ZĘ Ed. wii [6 
Vide tay? du) Vd idad TNA + de) 


Inde vero est quoque perspicuum, quamlibet rotationem systematis 
mechanici posse resolvi in tres alias simultaneas circa planorum coor- 
dinatorum axes, quae si cessant propter conditiones aequipondium 
constituentes nec ulla alia rotatio dari potest. 

4o. Generatim hucusque vires P! J!!..... consideravimus: nunc 
vero ad originem earum particularem animadvertamus, Et sit quidem 
vis aliqua P in punere: ipso systematis aliquo mobili locata, hujusque . 
coordinatae sint: z, Ja %. Sollicitetur ab illa punctum quodyis aliud 
cujus coordinatae: ©, J^; z. "Tum, si p nominemus interyallum, quo 


locus vis sollicitantis distat a puncto sollicitato, erit 
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p-VG-zy4G-Du4G-2») 
Figura autem systematis posita inyariabili, necessario erit ut (27) 
E dp dp 
dp — o; eodemque modo ES == 04 Es = 


Quo colligimus, vires internas, quae a punctis ipsis systematis mecha- 
nici figurae invariabilis exoriuntur in conditionibus aequipondii nullius 


esse momenti. 


EZIO 


siti gu OE en esi ci cg zj EO Dg ORNE ET a sten st o S ag agi 


COAL OLR ATH 


* 


VIRES IN IDEM PUNCTUM MOBILE 
CONSPIRANTES. 


4t. P roblema: Invenire aequipondii conditiones, cum duae vires 
Pi, PH, secundum directiones p!, p! idem punctum mobile propellere 
tentant. 
Solutio: Formulae [42] ad problematis casum applicatae dant: 

o == P! cos(pl,z)-- P! cos(pl, a) 

o = Picos(pl,y)-- P'cos(p,y) S ........ [63]. 

o = Plcos(p!, z)-]- Pl" cos(p", z) 
Ponatur, (quod secundum geometriam licebit), planum per lineas rec- 
tas p’, p! in puncto mobili se invicem secantes, et eligamus illud pro 


plano coordinato (xy). Tum patet esse 


, 


i 
È 
SU 
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(pz) = (p',%) = go”, ideoque 
cos(p!,2) = cos(p"z) = o 
unde sequitur, mediante formula [3], 
I = cos?(p!,x)+.cos? (ply) we 
1 = cos? (pil, az) -6os* (pihy) : 
quo yenit:  cos(pl,y) == sin(p!,x) 
cos(p",y) = sin(p!l, x). 
Formulae igitur [63] in has alias abeunt © 
o = Picos(p!,«)+ P!! cos(p!!, x) 
o = JPisin(plz)-]- Pisia (pl, x) 


Quod si hinc vel P!, vel P! eliminemus, emergit 


reo qi 


o = sin[(p",x)—(p',x)], inde vero 
(px) = (psr) 
mutantur igitur aequationes [64] in hane unicam 
PI Z —Pllicicnccorormmor...... [65]. 
Oportet ergo, vires duas in idem punctum agentes, quo sint in aequi- 
pondio, sibi invicem esse aequales atque contrarie oppositas. 
42. Problema: Invenire aequipondii conditiones, cum tres vires 
Pi, Pit, PW, secundum directiones pl, pl, p!/, idem punctum mobile 
propellere tentant. 
Solutio: Formulae [42] ad problematis casum applicatae dant: 
o — Picos (p!, &)-]- PH cos(p!t, «y PU cos (pil, x) 
o = Picos(p!,y)-|- PU cos(pll„y)-|- P'l cos(pl!, y) 5 [66]. 
o = Plcos(p!,z)-|]- P! cos(p!!, z )-|- P!!! cos(p!!! , z) 
Ponatur planum per lineas rectas pl, pil, quod pro coordinato (vy) 
eligamus. Tum patet esse i 
cos(p!!,z) = cos(p!ll,z) =.0 
unde sequitur ex formularum [66] tertia 
o = Plcos(pl,z), ideoque 


o = cos (p!,z) 


E 
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Unde apparet, rectam quoque p! sitam esse in eodem plano, quo 
pl, pl’. Est igitur conditio necessaria, quo inter tres vires in idem 
punctum conspirantes obtineatur aequipondium, ut earum directiones 
in eodem locatde sint plano. 
Simili autem, quem (41) vidimus modo, mutantur formulae [66] 

in duas sequentes: 

mas Pi cos (pl, £) PI! cos (pila) PII cos (pil, x) 

o = P!sin(p!,x) + Pil sin (pll, a) -L- Pl! sin (pul, a7) 
sive vin Pi pro media reliquarum ponendo > — a 

Picos(p!,«) = — Pll cos (p!i, a) — Plil cos (pill, x) 

Pisin(p!,x) = pal rino e) 


ce [67] 


unde statim prodibit 
pi» = Piz -L Piz 42 PU PIM cos(p", zJeos(pll2)-- np sino] 
= Pil? | Pila 2 Pir PI cos[(p!!;a)—(p!U,x)] - ¡al 
Quia vero pil, p!!! secundum hypothesin in plano (wy) jacent, situs- 
que axis © est arbitrarius, hunc per intersectionem rectarum p!, p! 
ad eandem utriusque: partem trahi licet, quo facto erit 
(p! , 2) —(Cp!!! 52) = +(pU,pun, ideoque 
Pi? = Pil? puis + 9 PU PIU cos(p! ,pl!!.... [69]. 
Quae aequatio secundum trigonometriam planam exhibet. relationem 
existentem inter latera PU, Pl, parallelogrammi ejusque diagonalem P. 
Quodsi ergo vires datas PH, PIU, ut lineas rectas, quae parallelo- 
grammum aliquod comprehendant, contemplamur, hujus diagonalis il- 
larum vi mediae erit aequalis... Comprehendunt vero, ut formula [69] 
docet, P!!, PII ut lineae rectae consideratae, angulum (p!^p!!), qui 
scilicet idem illarum virium directionibus interjacet. Quia vero nihil 
impedit, quo minus in formula [69] pro £ vel PU ponamus P, 
unde pro angulo (pl,plu) apparebit angulus (pp!!!) ; (p!,p): perspi- 


cuum est, illarum, quibus parallelogrammum formatur, rectarum binas 
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angulum intercludere directionum, in quibus vires agunt congruentes, 
Diagonalis ergo parallelogrammi, per punctum mobile ducta non tan- 
tum quantitatem, sed etiam directionem vis reliquarum mediae exhi- 


bebit. 


Tum autem ex aequatione [67] etiam haec altera absque ulla diffi- - 


cultate eruitur 

o = Pit Piiz} Puis. L2 Pi Pl[cos(plys)cos(plla)-]-sin(phac)sim(p!hao) ] 
+2 P! Piteos(p!;se)eos(plt,a)--sin(phac)sin(p!ary]. 
La PU Piutcos(p!l;a)cos(p!!/,a)-]-sin(p!asin(p!!lya] 


sive, id quod idem est 


o = Piz+ put24 Pili?42 PlPlcos[(pl, 0) py) +2 PPM cos (p',c)-(pl,x)] 


+2PHPllicos[( p!,a)-(pl,x)] 
quod dabit, quia rectae p/ p!i, p!!! in eodem plano sunt cum axe æ 
o — Pir Pua Pile + 2[ P! PH cos(p!, pi) + Pt PU cos(p! pit) 
-]- Pu Pill cos (pli ,piu)] 
qua formula comparata cum [69] erit 
o = Pi? X [ PI Pil cos(pl;p!!)-L- P! PHI cos(pl,p!!)]; unde etiam 
Pi = +[ Pl cos(pl; p!) -L- Pll cos( pl pi) ] «eene fel 
Quae est altera aequatio, parallelogrammum, quod virium appellatur, 
exhibens. ! | 
In parallelogrammo ita constructo habemus, secundum trigonome- 
triam planam, | 
Pi; PU = sin(p",p!"): sin(pl,plll) 
pi; Pit = sin ( p!!,p!!!5 : sin (p!,p!!) 
unde erit dec 
PI ja Pu si 202 DUI 
sin(pu,pur)  sin(pi, pil) ^ sin(p!,p!") 
posito (p'p/) = (p!;p!!), erit aperte i 
sin (pl, p!) = 2sin(p!, p!) cos(p!; pl!) = 2 sin(plp!!l)) cos(php!!) 


— ae” eT 
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formulaque [71] hoc casu mutatur in eam 
PI = 2Pilcos(p!, pl) = 2 Pill cos(p!,p!!) 
unde sequitur PU = PU, 
Si vero, omnes tres yires supponantur esse inter se aequales, formula 
[68] dabit | 
I = I--1-L2(cos(p!^ x) cos(p!!^ a) -- sin(p!l, x)sin(p!!!,x)) 
vel —} ='+cos(p!/,p'lly —. 4 cos60? 
et simili modo in hoe casu invenitur quoque 
PI = BOT, Cp pr gr DU m 

43. Problema: Invenire aequipondii conditiones, cum quatuor vi- 
res Pi, PU, Piu, Pw secundum directiones p!, pi, plll, p" in idem 
agunt punctum mobile. 

Solutio: Formulae [42] ad problematis casum applicatae dant: 
o = Picos(p!yx)-]- P!! cos(pl,x2) + Pll cos(plll,x) + PY cos (pr) 
o = Pleos(pl,y) P! cos (p'l,y)- Pit cos (p!",y)--Pveos(p" y) pl72] 
o = Plcos(p!,z)-|- PH cos (p",z) + Pll cos (pll!,z) -|- PY cos (p",z) : 
ex [3] habemus | 
I == cos? (pl, a) cos? (pl, y -1- cos? (pi, z) ] 
1 = cos? (p!!, z)-1- cos? (p, y) --cos? (p!!, z) 
I = cos? (p!!! x) cos? (pl, y) -1- cos? (pil, z) 
1 = cost (p,e) cos* (p^) eos? (pz) j 
denique ex [t4] 


META AR [73] 


cos(p',p") == cos(p', z) cos (p, x) + cos (p',y) cos Puy + cos (pt, 2) cos (p^, z) d 
cos (p', p“) = cos (p', x) cos (p'"*, x) + cos (p', y) cos (p'^y) + cos (p', z) cos (p*”, z ] 
cos (p', pY) = cos (p', 2) cos (piv , z) + cos (p', y) cos (p y) + cos (p, 2) cos (PY , Z) 

cos (p',p'") = cos (p, 2) cos (pa) -- cos (p'^, y) cos (py) + cos (p”, z) cós (p',z) 
cos(p'',pwW) = cos(p'', z) cos (pw, x) + cos Puy) cos (pw ,y) + cos (p^, z) cos (prv, z) 
cos (p'^, p'*) = cos(p'", x) cos (pV, x) -- cos (p'"^, y) cos (pW , y) + cos (p'"', z) cos (p'Y ,z) 
Tum si formulas [72] aequali modo tractaveris, ac in formulam [69] 


ex- 
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explicando factum est, substitutis valoribus e [73], [74] depromtis, 
proveniet | 
Pi: peo Prt? Pw? of P"P"'eos(p"',p'"')+-P" Pwcos(p'*piy )2-P'" Pw ecos pep) .. [75] 
Quae aequatio secundum trigonometriam planam exhibet relationem 
existentem inter latera PW, Pii, P* parallelepipedi cujuscunque, ejus- 
que diagonalem. inde autem facile conclusiones earum similes colligi 
possunt, quae (2) de parallelogrammo virium jam sunt prolatae. 

Si vero formulam [72] eadem ratione qua formula [70] explicata 


est, transmutaveris, hujus quoque comparabis similem eam: 


PI = + [Pl cos( pp!) + Pi cosp!yplii--.P* cos(php")--- 76]. 


" 


aT ATA —— — 


CAPUT IF. 
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44. Vom directionibus p/, pll, p!!!...... sibi invicem parallelis, an= 
guli (p,7), (py), (p,2) pro unaquaque earum sunt aperte iidem, 
Auferuntur itaque eorum cosinus e conditionibus aequipondii genera- 
libus [42] per divisionem. Quae ergo confundentur in unam: 
o = PI PUL Pu... [77]. 
45. Eodem modo formulae [50], [54] aequipondium in motu ro- 
tatorio generatim constituentes, cum directiones virium praesumantur 


parallelae, in eas abeunt: 


[4] 
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o = Plagio Puget. Pulte „44.444040 [78] 
(a)... o = (P'z Plat Pra...) cos (py) — (Py HP Y EP yt...) cos (p, 2) 
(b)... o = (Plat Pa Pepin.) cos (p, 2) — (Piz! P2" Prize) C0s(p, 2) C79]. 
(6)... o zm (Py'+-P'y'4-Pry”'-|....) cos (p, z) — (Pla! Pe Pats) cos(p,y) 
Tum, si supponatur z esse directio virium parallelarum communis, 
erit cos (p,z) == 1; igitur cos (p,x) == 0, cos (p,y) = 0, secun- 
dum [3]. Inde aequatio [79a] per se evanescit, in plano itaque (ey) 
ad quod ea pertinet nullus omnino motus rotatorius existere potest. 
Aequatio autem [79,b] dabit conditionem aequipondii 

o = Pig PU gut PU gill. oi creeseesesves [80] 
ad planum (xz); atque aequatio [79,c] eam 

irm Plyt-L Pl yl A PU yii /———— EE] 
ad planum (yz) pertinentem. 

46. In casu naturae gravitatio inter se parallelas procreat vires in 
horizonte perpendiculares. Quodsi igitur horizontem pro plano (xy) 
eligimus, gravitas in directione agit coordinatae z, eruntque aequatio- 
nes [80], [81] conditiones aequipondii, quibus datis systema mecha- 
nicum a gravitate sollicitatum rotari nequit. 

47. E formulis [80], [81] facile erit inventu situs axis z, per 
punctum, quod in systemate fixum supponitur, transientis, et gravita- 
tis directioni paralleli, quando punctorum mobilium loci, et virium, 
quae ea sollicitant, quantitates sunt datae. 

Sit enim generatim distantia -punctorum mobilium a duobus sibi in- 
vicem et horizonti perpendicularibus. planis : quibuscunque = 2, a; 
horumque autem quaesitae distantiae a planis coordinatis (wz), (yz), 
quae sint illis datis parallela = n, £. "Tum aperte erit x — a+ É; 
y = Bt n; quibus substitutis in formulis [80], [81], habemus 

o = Piat- PU alt Pillai... (PIE PUL Pill) 
o = PIB- PU But Pu Bi... ACPI. Pus. PU araoa) 
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unde proveniunt 
Platt Pial- Puglia... ) 
$=+ pip PU PMU cee 


+ 2 „PB Pugi4- pug 4... 
i È POEPI Pee | 


48. Punctum fixum, per quod axis z transire supponitur, quod 


ergo origo est coordinatarum, centrum. nominatur gravitatis atque 


...... [82]. 


circa illud ob conditiones datas nulla rotatio per vim gravitatis oriri 
potest. Ad illius analogiam centrum gravitatis. generatim punctum 
nuncupamus fixum circa quod, propter conditiones datas, nulla om- 
nino rotatio poterit nasci, quaevis sint vires agentes, earumque di- 
rectiones. 

49. Aequationes fundamentales, quae aequipondium pro motu tam 
progressivo, quam rotatorio constituunt, nullam, sicut vidimus, conti- 
nent determinationem loci neque puncti mobilis, neque vis illud solli- 
citantis, sed magnitudinis tantum virium, earumque directionum. Ni- 
hil igitur obstat, quo minus in casu aequipondii omnes vires in centro 
gravitatis quasi conjunctas supponamus, et hoc pro toto systemate 


mechanico accipiamus. 


IE n IA DTS I IT 


CAPUT F. 
SYSTEMA MECHANICUM NON LIBERUM. 


a 


50. Sa (25) quaelibet conditio motum liberum systematis in 
quovis puncto mobili impediens naturam adoptat superficiei curvae, 


cui illud quasi inhaerere cogitari potest. 
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Aequatio generalis ejusmodi superficiei, w — o, continet functio- 
nem coordinatarum x, y, z, et quidem aut generatim, ita ut relatio- 
nem inter illas constituat pro omnibus punctis systematis eandem, aut 
tantum coordinatarum cujusdam puncti particularium. In casu priori 
conditio adest generalis ad omnia systematis puncta aeque referenda; 
in posteriori specialis tantum, quae ad data quaedam puncta attinet. 

Terminum Adu —.o [29] superius (22) explicatum addere póssu- 
mus summae P!dp!-L Pidpli PUdpiu-|-.... [37] sine pie Bien 
vel naturae ejusdem variatione. Ita habebimus 

o = Pldp!|-Plldpi|- Put dpil L...... Adu...... [83] 
sive, id quod vi formulae [29] idem est | 
du du 
0 == Pidpi-Pudpi-|-Putdpu-....-AV (77 =) +(5 2) E Iz 
Sic formulam generalem, quae pertinet ad — liberi aequipon- 
dium, systemati non libero, conditioni z — o adstricto adaptamus. 
Haec autem ibi apparet sub forma momenti cujusdam Pdp in quo 


Es 


dx 


MG. a i tn di 
D 


rentiale dp, scilicet in linea recta superficiei curvae cujus aequatio 
u = o, ad rectos insistente angulos, quod quidem e supra dictis (21), 
(22) perspicuum est. 

Patet inde, vim illam A pa +5). HEY esse impressio- 
nem perpendicularem superficiei, cujus aequatio w = o, et quidem in 
eo puncto quod a coordinatis ©, y, z, determinatur. 

‘Sequitur porro ex dictis, aequationem 

— Pld pt. PI dpuj- Pil dp... Adu 
nulla re differre ab illa, quae aequipondium systematis liberi consti- 


tuit, ideoque eodem modo, quasi liberum systema sit, tractari posse, 


SYSTEMA MECHANICUM NON LIBERUM, 29 


nihilominus conditionem cui illud sit adstrictum exhibere atque im- 
pressionem indicare, quam quodvis punctum ejusdem systematis ob 
conditionem datam experietur. 

Eodem autem modo, cum plures ejusmodi conditiones datae fue- 
rint, e. gr. v = 0, w = 0; aequatio ista generalis terminis “dv; 
Ydw; augmentabitur, adhibitis factoribus non determinatis: 4, yv. 

Tum si ex aequationibus ita comparatis factores illos indetermina- 
tos eliminaverimus, eruetur inde relatio coordinatarum x, y, 3, inter 
se invicem, qualem conditiones datae postulabunt. 

Hac ratione idem est, utrum statim juxta conditionum datarum 
normam eam relationem determinaveris, an conditiones ipsas sub spe- 
cie momentorum in formulam generalem introduxeris, et hanc, quasi 
Systema sit liberum, tractavoris. 

51. Quae altera methodus, quia ob simplicitatem nonnumquam 
erit praeferenda, cujus sit indolis, exemplo videamus. 


~ Sit quaedam conditio systematis mechanici ad formam du = o re- 


ducta. Tum e formula generali [83] et ex aequatione Adu = A PO U e 
+ er dy + 65 dz), (22) profluunt: 
o = Picos(plyæ)-HPicos(pilm) -Pi cospi a Job... AGE), 
o = Preos( phy) Picos(p!t y) Pure (pit. Ho... A(T); 


o = Plcos(p!,z) + P" cos(p!!, z j- Pt cos( p", aF HAIT) 


quarum loco, brevitatis caussa, ponamus: 
: T) ) 
to = XFA P | 
ER. ze. F--A (=) eene [83]. 
oz z44(È) 


á 
É 
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Eliminato factore A, aequationes, quae relationem inter x, y, z, con- 


ditioni datae consentaneam exhibent, nanciscimur: 
Q 


E" du 
= x(5 p^ "(7 3 USQUE cedes Ut. ^ 


dz = : E 3 


Quodsi vero factorem A ipsum ex aequat. [83] determinemus, habe- 


bimus: - 


A=/Y XS uż la ua 


(5) +a) 


atque impressionem e conditione data oriundam: 


ad eni i: 7). +E) = MZ INTE AE [as]. 


Te 


TT z w OR IT 


CAPUT FI. 


Y os des oe 


52. E puncto fixo, circa quod systema mechanicum quaquam versus 
libere rotari possit ad puncta ejus mobilia Mi, Mu, MU!.... ubicunque 
posita ducantur radii vectores r/, rl/, rll,,,, quos, ut virgulas, mente 
concipiamus, neque flexibiles, neque contractione, vel extensione ca- 


paces: erit ista notio vectis multipedis maxime generalis. 
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53. Sollicitetur quodvis punctum M secundum quaslibet directio- 
nes a viribus: quibuscunque, ita tamen, ut P sit earum media, ejusque 
directio linea recta p. i 

In casu aequipondii generatim erit: 

i o = Pl sin y! |- Plzrli sin y!- PHI wl sin gli AL... 

Designentur anguli quos. vector r cum coordinatis.z, y, x, compre- 
hendit, per (7,2), (r,y), (r,x)  Projiciantur in plana (xy), (tz), 
(yz) tam linea recta p, quam radius vector r; sitque angulus inter 
projectiones ambas comprehensus = u, v, w. Tum vero facile perspi- 
citur esse 77 in illis planis deinceps = rsin(7,z)sinu; rsin(r,y)sinv; 
rsin(r,z)sinw. Anguli denique inter rectam p et coordinatas z, y, v, 
interjacentes sint y, @, a. Inde conditiones aequipondii pro rota- 


tione in. plano (xy), (xz), (yz) colliguntur 


o = Plr!isin(r!,z)sinu!sins!-L- Plrlisin ( r, 2)sinullsin yl... 
o = Plrlsin(r!,y )sinvt sin B'-|- Purl sin (74, y) sinv!! sint... 4 [86]. 
o = Plirlsin(riz)sinw! sina! Purl sin (rll,x)sinwi sing!!-L.... 


His igitur datis vectis rotatio nulla. datur circa punctum fixum quod 
originem coordinatarum esse elegimus; viresque eum sollicitantes sunt 
in aequipondio. 

54. In casu virium parallelarum, sicut vidimus Cap. IV., pro qua- 
vis directione p idem erit angulus y, 6, a. Ablatis ergo per divisio- 
nem, eorum sinibus, ex aequationibus [86] prodibunt hae aliae: 

o = Pirisin(r'z)sinuH-Pllrilsin(rl^z)sinulld- PllrilHisin(rilt z)sinultHt.,. 
o = Pirlsin(7!,y)sinv!+ Pitrilsin(r!.y)sing!H- Pulpi Isin(r!!l y)sing!t4-.... [87]. 
o = P'risin(rlz)sinvet4- Ptiptfsin(r!a?)sinw!d- PUtytttsin(r!t;a)sinw-!l.... 

55. Si vis aliqua P dirigatur secundum radium vectorem r, erit 
aperte (7,2) = (p,z), tum vero confundentur projectioues linearum 
p et r in plano (zy), unde sequitur, esse u == o aut = 180°; itaque 


sin w == +0. Terminus igitur hujus formae Prsin(r,z) sinu erit = o. 
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Eodem modo demonstratur in casu illo esse etiam Prsin(r,y)sinv =o; 
Prsin(r,z)sinw= o. Hine vero apparet, vim talem P secundum ra- 
dium vectorem r directam in aequationibus aequipondii nullius esse 
momenti. 

56. Sint omnes radii vectores r in eodem plano. lllud semper 
eligi licebit pro plano coordinato e. gr. (vy). Hoe posito erit (r.z) 
= recto, ergo sin(r,z) == 1. Ita vero formula aequipondium .pro 
rotatione in plano (xy) constituens (+7] in hanc abibit aliam: 

o = Pirisinu!-L Pli pl sin ul! |. PUI ril gin wl Jive [88]. 
Vectoris r projectio in plano (xy) tum cum vectore ipso confunditur, 
Si igitur directio p quoque in eodem plano fuerit sita, angulus pro- 
jectionum u idem erit ac (7,p), unde sequitur 
o = Pir! sin (ripi) + PU plisin(r/,p!P) 4 PM rl sin (rll pl) AL, s... [89]. 
Eandem aequationem etiam ex generalissima illa [86] 

o = Pirisin(r!,z)sinu!sin*y! + PU r! sin(r!,z)sins!!-l-...... 
immediate deducimus, ponendo, secundum hypothesin, siny = 1, 
sin (7,2) = 1; sinu = sin(r;p). 

Quo sequitur, aequationem [89] generatim subsistere pro quovis 
angulo (r,p). 

Si vero in formula [89] angulum (r,p) in quovis termino eundem 
ponamus, sinus ejus evanescet per divisionem, mutabitur igitur for- 
mula in; 

. © m Plri 4 PH rl PH plil e ¿canas nono rro...» [90]; 
quae eadem proveniet, posito angulo (r.p) ubique — recto. 

57. In omnibus praemissis formulis, quae pro vectis rotatione 
aequipondium constituunt, nulla est mentio angulorum, quos vectores 
r inter se invicem comprehendunt.. Valent ergo dictae formulae, qui- 
cumque illi sint. Formula [jo] igitur etiam casum continet, in quo 


omnes yectores in directum jacent. 


Pro 


| 


VYrwontsi 1-9 J è: 


Pro vecte bipede obtinemus 
Dirt} P> = 9; ŻE = La io: [91]; 
et sic deinceps. di: s "E ! 
. 58. Si brevitatis caussa ponamus Pi. Pip pul... sud; eI 
acidez [83] in casu virium parallelarum 
n soep) : | AA 
f tt. Fem = Scos(py) SO SE EPIRI 
SE = Scos(pnz), 
unde venit S = V(x? -+ Y* ze); ideoque 


pa dh Fx (SE) COE). EEN Duas 


Hinc. vero apparet, punctum vectis fixum (hypomochlium vulgo dictum) 
y 

aeiae positum in „casu virium parallelaram, impressionem perpeti 

aequalem summae virium parallelarum , et yersus eandem partem solli- 


citantium. 


CAPUT VII. 
-PLANUM INCLINATUM. 
uż: FSE \ 203 Y x dis 4 ile Y y yw 3 S. Tm La 
1 ; valor [51 | oe pac e y Es 
59- P roblema: , Punctum mobile quovis modo a superficie figurae 
cujuslibet impediatur in motu libero ; duae ¡ud vires PI, Pl. propel- 
lere:tendant jaxta lineas rectas p/, p!! a: invenire conditiones aequipondii. 


[5] 
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Solutio: Aequatio superficiei impedientis'sit:. < shop or 
6 = de Ada--Bdy--Cdz, | 
Habemus ergo ex [83], dodani problematis hypothesin: 
o = Picos(p!,x)+ P! cos(p!,e) AA 
Fa Picos(pl,y)+Pireos(pli,y)--AB deron [90]. 
o = Plcos(pl,z)-]- P cos (pit, SPINE 
Factore A eliminato prodibunt: 
o = Pl(Bcos(p!,x)- A cos(pl,y))+PU(B cos (pl, ic) - A cos(plhy)) 
o = PI (C cos (px) - d cos(p!, Ot (p",x)- lia pun 
Quibus problema est solutum. 
Ad inveniendam impressionem a haat perpessam, nullo nego- 
tio e formulis [99] deducitur 
A (474.05) = Piss ues) Pi(cos(pha)cos(pla y cos(phy )cos(pl y) 
| +cos(pl,zycos(pl!,z)) 
= Pl? + Pll2-42 PI Plicos(p Ip!) secundum [14] ....... [92]. 
Est salici sicut ex [69] et [85] elucet, impressio illa a viribus P/, PA, 
in superficiem datam facta aequalis illarum mediae, versus superficiem 
illam ad rectos angulos directae. 
Go. Sit P! vis gravitatis et ponamus planum (xy) horizonti pa- 


rallelum. Erit (p, à) = (px) = 902; ergo cos (ple) = cos (py) 


= o et cos(pl,z) = I. Quibus in formulis [gr] substitutis, prove- 
niunt: | Fone "r7 T 
| o — NS E Volet ity a ET ©; TM Fl 6[93] 
citit — A Pi PU(C cos (p!! w )— 4 cos(p",z)) 7000-104 


Ex aequatione [93] apparet quemadmodum positio superficiei datae di- 
rectionem vis P" determinat. Altera aequatio [i X] relationem. indicat 
virium ‘Pl, PU, erga se invicem, quae < a setup superfieter datae et 


a renee vis" PI" dependeti > 


r. Si “superficies” data fuerit plana, perpendicularis ad- planum 
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(x2), designemus litteris A, 4, v, angulos, quos lla faciat cum pla- 


= a ( y 2) (am, (ac I) Erit itaque e = OIA 
= tos 90? —.0; atque DOB FOS == 905A; VOCS = cosy, 
Quia vero cos A? + cos u? + cos v? = 1 erit quoque cos A = sin Y. 
Inde mutantur aequationes As [94] in eas: 

z Sin) cos (pil, y) = | 
a — PI cod PH Gin Aces x) — cosà cos (p!!, DT) =r 
formula prior dat aut siny = o; (ideoque y = o, in quo casu aperte 


planum datum in ipsum cadit planum (xy)); aut cos (p!l,y) = 0, 
sive (pll,y) = 90°. Necessario ergo erit, quo P!! cum gravitate sit 
in aequipondio, ut illa ad rectos angulos coordinatae y dirigatur. 
Tum vero est. aperte cos (p, 2). == sin (p!g); formula secunda ergo 
in eam mutatur: 
— PI cos A + PII (sin Asin (pl, z)— COSA coS (p!/, z2)) = 
sive — PI cosA — Pll cos ( A-]-(p!l z)) = 
Tum si directio vis PU fuerit perpendicularis directioni gravitatis, erit 
(p!,z) = 90°; ergo cos (A--(plz)) = — sin A, unde provenit 
P!cosA — PllsinA = 0 | 


11 Ę 
vel a= == cot A = tey Gees c c UT SUME ON TOS) 


Si vero directio pil fuerit parallela intersectioni superficiei datae et 


plani coordinati (xz), erit: (p!!,z) = 180%—A, quo fit 
i 
‘PlcosA— Pl! = o; sive Dpr = così: == sint .¿5.. [96]. 
62. Superficies data supponatur esse sphaera, cujus radius — r. 


Origo coordinatarum sit sphaerae datae centrum. Erit inde ejus aequa- 
tio u = o = x*--y?-23—7?, e qua sequitur du = edx-+ydy 
+2dz, ergo 4 zs x, B= iy, € —: Quibus. valoribus. substitutis 
‘formulae [93, 94] fiunt: | 
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o = y cos (pl!, 2) — cos(pil, y) 
d c SE Pagos Php 59 ph 2)) 


Jam si pił fuerit erpendicularis directioni z vanitatis srs ( uz 
P perp g , 


.... ons 
OD eiii 
== 90°; cos( pliz) = o, itaque cos (pl; x) = sin (pl yy Sequitur 
ergo e formularum [97] priore: isole BBO 
== tg(pll 
y — 8 (PY) 
unde perspicuum. est, ut aequipondium subsista possit, vim n PI opor- 


tere esse-directam secundum == RANE zk z 


E formularum altera nanciscimur — 
o = —x Pi PI ¿sin (pl, y) T 
Pu e sais. 
So Di ap yy m t q 
Quod si pił parallela sit axi x, erit (pl,y) == 909, ideoque | | 
Pu z it Tier leo 


Pi pod z *€"eovoecveeevoosese [98] 


` A 

Formulae [97...98] punctum ide in parte convexa sphaerae moveri 

supponunt y si vero illud parti concayae. inhaerere cogitamus, eligamus. 

originem coordinatarum,. quo superficies. horizontem. tangit puncto: et 
mutatur z tum in P. reliqua immutata manent, ,, 

63. Supe data spocie, es tres axes sint: rl, ri, rl, 


erit 
E s 
E gi = laa 


unde statim. apparet, — [97.+-98] easdem ad hunc casum posse 
T 


yu Ya quiz? pie 


i 


applicari modo sint posita loco Ly, y, z 


64. Sit superficies data parabolica, cujus aequatio 
1 iw ommo m y?—oz?—pms 000 SZ as 
origine. coordinatarune in ejus yertice)locata. "Erit itaque 


= du = 2ydy-L*ezdz—pdzgiui Lo 4018 
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parametro. Habemus ergo in hoc casu 4 = p 2 = 2y, 


I 


C = 2z unde formula [gg] mutatur in eam: 


P= - 

be = TÉ = orc aka Bab 

Sequitur hine qualitas Sapele e parabola Apollonica ortae me- 
morabilis, quod vis PH, quae gravitati aequipondium facit, huic sit 
aequalis, quando punctum mobile in linea plano (xy) perpendiculari 
supra focum parabolae fuerit collocatum. 

65. Operae erit pretium, hac methodo iae pertractare pro- 
blema quod a viro cel. Francoeur in libro: traité elem. de Mecanique 
etc. (4. edit. p. a Constartiona Ske A | es inve~ 
nimus. ARE: 

Concernit illud instrumentum. quoddam ad electricitatem metien- 
dam adaptatum. In Gli, quod altero- fine- suspensum, est, altero fine 
pendet śoleciła. Filum dictum nec flexione, nec expansione vel con- 
tractione capax praesumitur. In eódem puncto, quo molecula gravi- 
tati soli obtemperans dE afligatur corpusculum. electricum, illam 
propellens per circulum cujus ' radius est flum. Molecula autem non 
nisi im uno plano rotari, possit quod quidem pro plano (xz) eligamus. 
Vis electrica illam in linea recta propellit, quae videlicet erit chorda 
arcus a molecula vi ili obtemperante perćursi. Supporamus, vim 
electricam ‘esse im proportione inversa quadrati distantiae ipsius à 
puncto in quod protenditur. Quaestio est: quibusnam conditionibus 
existentibus xis. electrica aique moleculae gravitas perventurae sint in 
aequípondii statum? 

Eligamus pro origine coordinatarum illud punctum fixum, in quo 
Blum est suspensum. Axis z sit perpendicularis directioni gravitatis z. 
Conditio data, quapropter moleculà non nisi in circulo et ‘quidem in 


plano (x2) moveri possit, áequationem praebét 
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u =.0 = 3-23 — 12, ergo? "HER in 
du = xdz--zdz, unde iye dan 
A =m ENY = 


Chorda arcus a molecula percursi, ubi aequipondium adest, sit == c; 


atque sint x, z coordinatae loci, ubi molecula ob aequipondium quis 
escit. P! sit pondus moleculae; PU: vis electrica, cujus directio pl 
aperte erit = e. Inde vero habemus 


s Gist 


Fam Z 


carita P e =; cos(p!!, y) = oi cos(pil sg) = 


ra 


Quia vero gravitas P! secundum hypothesin in directione axis z ; agit, 
erit 
cos(pl,z) = 1, ideoque cos(p',x) = o, cos (p!, y) = 
Quibus valoribus in formula generali [91] substitutis, habemus: 


RE m E. LER 
| ela l U) aes ———^ o) E Pi 
o = x P +P ( E -- e — Y 
Pu c 
Pr E geste HEROS Pm A Va e [100]. 


Atqui P! secundum hypothesin est = £, si Virtutem ejus intetnam 
ponamus = r pro c = Vf. Erit ergo 

Afin Pret, 
Unde apparet, pro eodem instrumento expansionem electricitatis esse 
in ratione directa cubi chordae arcui propriae, quem. molecula per- 
cursa erit, quando aequipondium inter illam et gravitatem. locum ob- 
tinet. 

66. Idem instrumentum, quemadmodum illud cel. Coulomb ador- 
navit, libra nominatur electrica, quae aliud non inelegans exemplum 
illius methodus applicationis offert. . 

Absit molecula, atque in circuli centro sit mcm aliquod. ela- 


sticum cujus yis expansiya, PI, flum in ea teneat positione, ut cum 


À € S 
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axe 2 angulum, a, tomprehendat. "Vis electrica PU, ut supra dictum 
est, propellat fili alteram extremitatem atque angulum ‘a in angulum 
a -]- gdiłatare contendat j ubi Q erit quantitas variabilis a quantitate 
Pu dependens. Reliquis ut (65) positis, formula generalis erit 

I "Df Pidpi-- Pl dp" = 0. 
Erit autem p!! = c, atque dp! = d .r(a-|-Q) = rdo. Quibus sub- 
stitutis mutatur illa in 


: Pirdo + Plide 22210; 
Est vero aperte e ix V (4 (r—2)) = rV (ZFF) 


r 
= r// (sin? (a-1-9) + sinvers? (@-+@)) 
| == r J/(sin*(a+Q)+(1-cos(fa+Q)2)) = 2r sin} (at). 
Unde provenit de — rdgcos}(a+@). ^ 


Quo substituto, formula P/rdQ-L.P!de = o mutatur in 
Pirdo--P!!rdpcosi(a--9) = o, itaque 
Pl Piicos$(a-4- 9). — 0; vel 
BH We ENGI 
ROG 


Unde, si, ut prius, PU — £; et P! fuerit = k, quando a--9 = 1, 
atque P! in ratione directa anguli (aho), ideoque P! = k(a--Q), 


nullo negotio deducitur formula ista a cel. Biot data 
RR OAM 
ATI sin(a+-9) 

67. Problema; Duo puncta gravia, quorum Pondera = Pl, PU, 
in extremitatibus (ili, nulla expansione nec contractione capacis, in 
puncto quodam fixo atque volubili suspensi, sint, ad utramque par- 
tem, superficiebus figurae: datae imposita, quibus ihaćrendo libere as- 
cendere et descendere possint: invenire aequipondii conditiones. 


Solutio: Coordinatae locorum, quos puncta in statu aequipondii 
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occupant, sint x!, yl, z!; cl, yU,'zl!. "Vires quibus eorum alterutrum 
filam versus se trahit sint Q/, Qi. x9 ‘INS LO 4% 
Quiescente utroque aperte PI, PII sunt in aequipondio , igitur 
Pldply-Pidpli =:0 > à; 
apóźet autem esse quoque Q/, Q! in aequipondio, quia ab illi non 
uisi directione differunt, unde habemus item, 
Qld gi-|- Qd gil 0 5 meranen cati 
q's qui sunt nempe lineae rectae secundum quas vires Qi, QU dirigun- 
tur. Sit ergo 4! distantia puncti grayis pi a puncto circa quod filum 
volvitur fixo, atque gil distantia similis alterius puncti PU, Palam erit 
iota longitudo fili = q! 4-g!!, et quia illa secundum hypothesin con- 
stans est, erit dgl--dqll = o, ‘Sequitur inde esse dg! = —d 4", 
itaque Q! = QU. Doy of 
Aequationes men datarum, quibus inhaerere puncta P/, Pi! 


supponuntur, sint 


i 


„dze. e Abdel Bray! A. craz EE 
dv = Ald oll BUA yu CU dzi = es 


Dabunt igitur formulae generales [gr] ad problematis conditiones ap- 


plicatae pro piuneto. ZU — iris IN ts pe WL 
o. = P'( B! cos(p'z) — dics (9^9) QUEBEC at ats en 
o = P!(C!cos(p!;z?) — TT Madii id 27) — Al cos(q!,2)) 
pro puncto Pit A 

o = Pli(Bilcos(plla)j — Alleos(pli, DE GKBiicascgis a) — Allcos(q!!,7)) 
o = JPli(Cicos(plla?) —Alcos(p!!, 2y)-I- QU(Ci'cos(gils) e Ios (qt hz»). 
Ponamus, quod licet, gravitatem agere secümdum directionem axis z, 
tum erunt P Fees Gam )velenpisegsx ER (i 
cos (pl, a7). 2:05: cos(p'iy) == 03 cos( plz) == x; 
cos(p/!x) =:03 cos (p!l, y). == 0;.cos(pll,z) ze. 1, 


Unde emergent: pro puncto Pi 
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Bicos(ql,c)— cogio) at © 
o AL PIA Q'(C! cos(q! x) — Alcos(q!,2)) = 0 
pro puncto Pil 
Bi! cos (ql! x) — All cos (qi y) = 
E IT; Put. Qu Cl cos (99^ x) — Al cos(q!,z)) oO 
primae harum binarum aequationum positionem determinant fh; e 
secundis proveniunt 


Al PI  Q'(C! cos(4!, x) — Alcos(q!,z)) 


AMP Qu (C! cos (qii, a )— Al cos ( qt!, 233-4 


sive, quia Q! = QU 
Li, Al (Cl cos (Ix) CA! cos(g!,2)) 
Pú — AN CU cos (qe) — Ali cos(qii,z)) 


68. Si ambas fili partes in plano («z) collocamus et e puncto 


fixo volubili demittamus lineam in plano (xy) perpendicularem, quae 
ergo inter ambas illas transibit, erit manifesto, quia vires Q!, QU sur- 


sum tendunt, i 
cos(q/,z) = —sin (qi) 
cos(q'l,z) = —sin(q!, x). 
Id P T" T" C! cos( ql, c) + 4! sin( gt, x) 
= Pu — Al * CU cos(qii a) + Al sin (qa) 
69. Sint superficies datae planae, a coordinato plano (xz) ad 
rectos angulos intersectae, erit secundum (19) 
onc REY" i in ( 9! 
VI BPC) = cos(q/,z) = sin(q!,x) 
C! ; : 
(AP BPO) = cos Cg! 2) == sin(@52). 
Eodem modo 


Au 

Vom a Bn Eon = cos(g!,z) = sin(4!^ x) 
cu i 

VAT 3 Bus cus = cos ( 4!!, x) = sin ( q!!, z). 
[6] 
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E 


His vero substitutis mutatur formula supra (68) inventa in: 


PI sin(g!,v)  sin(g5z)cos(g!,2)+sin(7',2)cos(g! 2) 


Fi = sin(q7,2) * sin(q',z)cos(q'sa)--sin( ghz) cos( 152) 
z). PAPER 
sin(4x)  sin[(g!5z)--(2'52)] 
Est autem (4/,2)-- (4^, *) = 90°. 
Pt. gil, xj 
y Pi = sin(qi,2) 


CAPUL. FALL, 


F U N I S. 


70. Fus inflexibilis neque extensione vel coniractione capax, nihil 
est aliud quam linea recta p, secundum quam vis quaedam P dirigi- 
tur. Adhibetur funis ad locum vis agentis commode transferendum. 
Funis autem tensio in aequipondii statu est quantitas vis in altera 
ejus extremitate trahentis, quae cum altera vi in altera extremitate in 
contrarium agente est in aequipondio. 

Omnia igitur problemata, quae circa funis .tensionem versantur, 
convenire debent cum illis de conditionibus aequipondii, quando plu- 


res vires in idem agunt punctum (Cap. HI). 


Funis. 43 


71. Saepissime funis in trochleam applicatur. Quaestiones vero 
huc pertinentes, ad unam simplicissimam facile reducuntur: 

Pondus P! in altera extremitatum funis pendet, qui in trochleae 
orbiculis modo solito circumyolutus est. Altera funis extremitas a vi 
Pil tenditur: invenire rationem P! : PH in statu aequipondii. 

Pondus P! omnes funis partes non circumyolutas sibi invicem red- 
dit parallelas. 

Supponatur numerus orbiculorum esse = z; longitudo funis = 7. 
Quo orbiculus quivis mobilis ascendendo percurrat spatium d/, mani- 
festo 2d1 partes funis devolvi oportet, ideoque vim Pu descendere 
per spatium 2d/, ut funis tensio eadem maneat. Si ergo P! ascendat 
per dl, quemcunque orbiculorum mobilium, quorum numerus z est, 
per dł ascendat necesse est. Inde sequitur pondus PU esse descensu- 
rum per 2ndl, 

Conditio itaque aequipondii, tensione funis non mutari supposita, 
Pidpi--Pitdpt = o, quia dp! = dl; dp! = andl, erit 

Pidl--2n Pdl = o 
unde statim prodit | 
Pi 
Pil 


Hine facile erit theoriam funis persequi, quodyyero alienum esset 


= —27, 


w 
a dissertationis hujus proposito. 3.3 a 


+e 


Ges attrito 
= 
Wu (x 


E. awa * rx 
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